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Resumo
Os semigrupos de transformac~oes desempenham na Teoria dos Semigrupos o papel
correspondente ao dos grupos simetricos na Teoria dos Grupos. Dois teoremas bem
conhecidos e analogos ao Teorema de Cayley para grupos, podem justicar esta ar-
mac~ao. Em primeiro lugar, o teorema que estabelece que todo o semigrupo e a menos
de um isomorsmo um subsemigrupo de um semigrupo de transformac~oes totais sobre
um conjunto conveniente. Em segundo lugar, na Teoria dos Semigrupos Inversos, o
Teorema de Vagner-Preston que estabelece que todo o semigrupo inverso e a menos
de um isomorsmo um subsemigrupo de um certo semigrupo inverso simetrico.
Estudamos nesta dissertac~ao dois tipos de semigrupos de transformac~oes parciais
e injectivas sobre uma cadeia nita: as transformac~oes crescentes e, o que podemos
considerar uma sua generalizac~ao, as transformac~oes que preservam a orientac~ao. Co-
mecamos por estudar o semigrupo de todas as transformac~oes parciais injectivas e
crescentes sobre uma cadeia nita e o semigrupo de todas as transformac~oes parciais
injectivas que preservam a orientac~ao sobre uma cadeia nita do ponto de vista es-
trutural: regularidade, numero de elementos e caracterstica. Exibimos tambem uma
descric~ao dos seus ideais e uma descric~ao das suas congrue^ncias. Determinamos ainda
uma apresentac~ao para estes semigrupos. Seguidamente, mostramos que a pseudova-
riedade de semigrupos gerada pelos semigrupos de transformac~oes parciais injectivas
e crescentes sobre uma cadeia nita e uma subpseudovariedade da pseudovariedade
de semigrupos gerada pelos semigrupos de transformac~oes totais crescentes sobre uma
cadeia nita. Um resultado analogo e demonstrado envolvendo os semigrupos que pre-
servam a orientac~ao sobre uma cadeia nita. Finalmente, estudamos a pseudovariedade
de semigrupos inversos NO de todos os semigrupos inversos normalmente ordenados,
apresentamos uma descric~ao da pseudovariedade PCS de semigrupos inversos gerada
pelos semigrupos de transformac~oes parciais injectivas e crescentes sobre uma cadeia
nita e calculamos o supremo PCS_G desta pseudovariedade de semigrupos inversos
com a pseudovariedade de todos os grupos nitos.
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Abstract
Transformations semigroups play the role in Semigroup Theory of the symmetric
group in Group Theory. Two main results are the counterpart of Cayley's theorem:
rst, the well known result that every semigroup is isomorphic to a subsemigroup
of a suitable full transformation semigroup, secondly in Inverse Semigroup Theory,
the Vagner-Preston Theorem stating that every inverse semigroup is isomorphic to a
subsemigroup of a suitable symmetric inverse semigroup. In this work we will deal
with two particular kinds of injective partial transformations: order preserving and
orientation preserving transformations.
We study several structural properties of the semigroups of all injective order pre-
serving partial transformations on a nite chain and give a presentation for these
semigroups. Similarly, we study the semigroups of all injective orientation preserving
partial transformations on a nite chain: we establish descriptions for the ideals and
for the congruences and also give a presentation for these semigroups.
We prove that every semigroup of the pseudovariety generated by all semigroups
of injective and order preserving partial transformations on a nite chain belongs to
the pseudovariety generated by all semigroups of order preserving full transformations
on a nite chain. Also, we present a similar result for the pseudovariety of semigroups
generated by all semigroups of orientation preserving full transformations on a nite
chain.
Finally, we study the pseudovariety of inverse semigroups NO of all normally or-
dered inverse semigroups. We show that the pseudovariety of inverse semigroups PCS
generated by all semigroups of injective and order preserving partial transformations
on a nite chain consists of all aperiodic elements of NO. Also, we prove that NO is
the join pseudovariety of inverse semigroups PCS _G, where G denotes the pseudo-
variety of all nite groups.
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Introduc~ao
Os semigrupos de transformac~oes desempenham na Teoria dos Semigrupos o papel
correspondente ao dos grupos simetricos na Teoria dos Grupos. Dois resultados bem
conhecidos e analogos ao Teorema de Cayley para grupos constituem exemplos que
justicam esta armac~ao. Em primeiro lugar, o teorema que estabelece que todo
o semigrupo e a menos de um isomorsmo um subsemigrupo de um semigrupo de
transformac~oes sobre um conjunto conveniente. Em segundo lugar, na Teoria dos Se-
migrupos Inversos, o Teorema de Vagner-Preston que estabelece que todo o semigrupo
inverso e a menos de um isomorsmo um subsemigrupo de um certo semigrupo inverso
simetrico (veja-se e.g. [26] e [35]).
A releva^ncia dos semigrupos de transformac~oes na Teoria dos Semigrupos esta lon-
ge de se resumir aos resultados acima citados. Outros resultados mostram bem o
papel determinante dos semigrupos de transformac~oes no estudo dos semigrupos, em
particular dos semigrupos nitos. Nomeadamente, e bem conhecido que a pseudo-
variedade de semigrupos R de todos os semigrupos R-triviais e gerada por todos os
semigrupos de transformac~oes extensivas sobre uma cadeia nita e a pseudovariedade
de semigrupos J de todos os semigrupos J -triviais e gerada por todos os semigrupos
de transformac~oes totais extensivas e crescentes sobre uma cadeia nita (veja-se [38]).
Estes resultados levam-nos, naturalmente, a quest~ao de determinar uma descric~ao para
a pseudovariedade O gerada por todos os semigrupos de transformac~oes totais crescen-
tes sobre uma cadeia nita, a qual, tal como R e J , e uma subpseudovariedade de A,
a pseudovariedade de todos os semigrupos aperiodicos. Embora este problema tenha
sido posto por J.-E. Pin em 1987, so em 1995 surgiram os primeiros resultados que
reavivaram o interesse por esta quest~ao. Primeiro, P. Higgins [21] mostrou que toda
a banda nita pertence a O. Seguidamente, generalizando o resultado de P. Higgins,
A. Vernitskii e M. Volkov mostraram que todo o semigrupo cujo conjunto dos idem-
potentes forma um ideal pertence a O. Outro resultado, na linha dos anteriores mas
independente destes, foi provado por nos em [13] e estabelece que a pseudovariedade
2POI gerada por todos os semigrupos de transformac~oes parciais injectivas e crescentes
sobre uma cadeia nita e uma subpseudovariedade propria de O. Este resultado esta
tambem demonstrado no captulo 4 deste trabalho. No mesmo captulo apresentamos
ainda outra famlia de elementos da pseudovariedade O. O problema de determinar a
pseudovariedade O de forma efectiva continua em aberto. Inicialmente foi conjectura-
da a possibilidade de se ter O=A. No entanto, tambem em [21], Higgins apresenta um
semigrupo nito R-trivial (e portanto aperiodico) que n~ao pertence a O, demonstran-
do deste modo a falsidade da igualdade sugerida. Ainda no mesmo trabalho, Higgins
mostrou que a pseudovariedade O e auto-dual. Consequentemente, existem tambem
semigrupos L-triviais que n~ao pertencem a O. Mais ainda, J. Almeida e M. Volkov
em [4] mostraram que o intervalo [O;A] do reticulado de todas as pseudovariedades
de semigrupos contem uma cadeia isomorfa a cadeia dos numeros reais com a ordem
usual. Almeida e Volkov provaram de facto, no trabalho referido, que qualquer um
dos subintervalos [O;O _ R], [O _ R;PO], [PO;PO _ L], [PO _ L;PO _ PO

]
e [PO _ PO

;A] (entre outros) do intervalo [O;A] contem uma cadeia isomorfa a
cadeia dos numeros reais com a ordem usual, em que PO denota a pseudovariedade
gerada por todos os semigrupos de transformac~oes (parciais) crescentes sobre uma ca-
deia nita, PO

denota a pseudovariedade de semigrupos dual de PO e L denota a
pseudovariedade dos semigrupos L-triviais.
Em [3], J. Almeida e P. Higgins apresentaram uma classe de semigrupos de trans-
formac~oes que gera a pseudovariedade de semigrupos A. Neste trabalho, Almeida e
Higgins construram duas hierarquias de pseudovariedades, cada uma das quais tendo
A como uni~ao, cujos membros s~ao pseudovariedades geradas por semigrupos de trans-
formac~oes (totais numa das hierarquias e parciais na outra) sobre uma cadeia nita
que preservam e respeitam determinadas cadeias de partic~oes em intervalos.
Recentemente, V. Repnitski e M. Volkov [40] provaram que toda a pseudovarie-
dade de semigrupos V tal que POI  V  O _R _ L n~ao e nitamente baseada.
Um resultado analogo ao anterior (formulado para pseudovariedades de monoides) foi
estabelecido por M. Volkov [46] para a pseudovariedade (de monoides) PO gerada
por todos os monoides de transformac~oes (parciais) crescentes sobre uma cadeia nita:
toda a pseudovariedade V tal que PO  V  PO _ L n~ao e nitamente baseada.
Outro resultado importante envolvendo pseudovariedades geradas por semigrupos
de transformac~oes, devido a C. J. Ash [5] e publicado em 1987, estabelece que a pseu-
dovariedade de semigrupos Ecom constituda por todos os semigrupos cujos idempo-
tentes comutam e gerada pelos semigrupos inversos simetricos (os quais s~ao semigrupos
de transformac~oes parciais injectivas) sobre um conjunto nito. Tendo em conta a re-
3presentac~ao de Vagner-Preston, este teorema de Ash diz-nos que a pseudovariedade de
semigrupos Ecom e gerada pela classe de todos os semigrupos inversos nitos. Em
face deste resultado, n~ao seria de estranhar que a pseudovariedade A \ Ecom dos
semigrupos aperiodicos cujos idempotentes comutam fosse gerada pelos semigrupos
inversos nitos e aperiodicos. No entanto, recentemente, P. Higgins e S. Margolis [24]
mostraram que tal n~ao e o caso.
Em [10], D. Cowan e N. Reilly consideraram a classe PCS de todos os semigru-
pos inversos nitos isomorfos a um semigrupo de transformac~oes parciais injectivas e
crescentes sobre uma cadeia nita. Cowan e Reilly provaram que PCS e uma pseu-
dovariedade de semigrupos inversos propriamente contida em A e, mais do que isso,
que e tal que o intervalo [PCS;A[ do reticulado de todas as pseudovariedades de
semigrupos inversos tem a pote^ncia do contnuo. A partir dos resultados de Cowan e
Reilly podemos deduzir que um semigrupo inverso com n elementos pertence a PCS
se e so se e isomorfo a um semigrupo de transformac~oes parciais injectivas e cres-
centes sobre uma cadeia com n elementos. Obtemos assim uma descric~ao efectiva
para a pseudovariedade de semigrupos inversos PCS e portanto a pseudovariedade
de semigrupos inversos PCS e decidvel. No entanto, ainda em [10], Cowan e Reilly
mostraram que PCS n~ao e nitamente baseada. Em [14] introduzimos a classe NO
de todos os semigrupos inversos normalmente ordenados e provamos tratar-se de uma
pseudovariedade de semigrupos inversos. Esta pseudovariedade e, por construc~ao, de-
cidvel. Provamos que os semigrupos inversos fundamentais de NO coincidem com os
semigrupos aperiodicos de NO, os quais constituem exactamente a pseudovariedade
PCS. Obtivemos assim uma descric~ao alternativa para PCS, a partir da qual re-
sulta tambem o seguinte renamento da descric~ao de Cowan e Reilly: um semigrupo
inverso com n idempotentes pertence a PCS se e so se e isomorfo a um semigrupo
de transformac~oes parciais injectivas e crescentes sobre uma cadeia com n elementos.
A pseudovariedade de semigrupos inversos NO permitiu-nos, por outro lado, obter
uma descric~ao para o supremo da pseudovariedade PCS com a pseudovariedade G
de todos os grupos nitos: NO = PCS _G. Estes resultados s~ao apresentados no
captulo 5 deste trabalho.
Do ponto de vista estrutural e combinatorio, s~ao inumeros os trabalhos publica-
dos por autores que elegeram os semigrupos de transformac~oes como objecto do seu
estudo. Citamos, seguidamente, apenas alguns dos resultados que, de um modo mais
particular, est~ao relacionados com o trabalho que aqui apresentamos.
A descoberta de uma apresentac~ao para os monoides O
n
, de todas as transfor-
mac~oes totais crescentes sobre uma cadeia com n elementos, data de 1962 e deve-se a
4A. Azenstat [1]. Em 1994, A. Solomon [44] estabeleceu apresentac~oes para determi-
nados monoides de transformac~oes crescentes sobre uma cadeia nita, em particular,
para os monoides PO
n
, de todas as transformac~oes (parciais) crescentes sobre uma
cadeia com n elementos. Uma apresentac~ao para os monoides das partic~oes ordenadas
de um numero natural, os quais s~ao a menos de um isomorsmo monoides de trans-
formac~oes crescentes, foi estabelecida em 1996 por T. Lavers [29]. A caracterstica do
monoide O
n
e a caracterstica do monoide PO
n
foram determinadas em 1992 por G.
Gomes e J. Howie [18].
Os semigrupos de transformac~oes que preservam a orientac~ao sobre uma cadeia
nita foram introduzidos em 1996 por P. Catarino e P. Higgins [8]. Neste trabalho,
Catarino e Higgins estudaram diversas propriedades do monoide OP
n
, de todas as
transformac~oes totais crescentes que preservam a orientac~ao sobre uma cadeia com n
elementos e, em 1997, P. Catarino [9] estabeleceu uma apresentac~ao para os monoides
OP
n
, baseada na apresentac~ao de A. Azenstat para os monoides O
n
.
Nesta dissertac~ao estudamos fundamentalmente dois tipos de semigrupos de trans-
formac~oes parciais e injectivas sobre uma cadeia nita: as transformac~oes crescentes
e, o que podemos considerar uma sua generalizac~ao, as transformac~oes que preservam
a orientac~ao.
O primeiro captulo deste trabalho e dedicado a apresentac~ao dos conceitos e resul-
tados gerais da Teoria dos Semigrupos que nos parecem ser necessarios para uma boa
compreens~ao dos captulos seguintes. Ainda no captulo 1, apresentamos uma extens~ao
da representac~ao de Munn para semigrupos cujos elementos possuem no maximo um
inverso, a qual utilizamos no captulo 4. Esta representac~ao permite-nos obter uma
descric~ao da maior congrue^ncia que separa idempotentes para os semigrupos nitos
cujos elementos possuem no maximo um inverso, ou seja para os semigrupos da pseu-
dovariedade BG (veja-se [39]). No captulo seguinte, estudamos os semigrupos de
todas as transformac~oes parciais injectivas e crescentes sobre uma cadeia nita do
ponto de vista estrutural. Mostramos que estes semigrupos s~ao submonoides inversos
do semigrupo inverso simetrico com o mesmo conjunto base, calculamos o seu cardinal
e apresentamos uma descric~ao para as relac~oes de Green. Alem disso, exibimos des-
cric~oes para os ideais e para as congrue^ncias destes monoides e determinamos a sua
caracterstica. O resultado principal deste captulo aparece na sua ultima secc~ao e es-
tabelece uma apresentac~ao, com n geradores e
1
2
(n
2
+5n 4) relac~oes, para o monoide
POI
n
, de todas as transformac~oes parciais injectivas e crescentes sobre uma cadeia
com n elementos. Esta apresentac~ao foi obtida pelo metodo \adivinhar e provar"[42],
onde no passo \adivinhar"usamos, de um modo crucial, algumas ferramentas com-
5putacionais, nomeadamente, o programa de J.-E. Pin \Semigroupe"[37], o programa
de D. McAlister [31] e o programa GAP [43, 30, 36]. No captulo 3, fazemos uma
abordagem analoga a que zemos no captulo 2, elegendo, desta vez, os semigrupos
das transformac~oes parciais injectivas que preservam a orientac~ao sobre uma cadeia
nita como objecto do nosso estudo. Baseada na apresentac~ao do monoide POI
n
,
estabelecemos neste captulo uma apresentac~ao, com n+1 geradores e
1
2
(n
2
+ 7n  2)
relac~oes, para o monoide POPI
n
, de todas as transformac~oes parciais injectivas que
preservam a orientac~ao sobre uma cadeia com n elementos. A partir desta, deduzimos
ainda uma apresentac~ao para o monoide POPI
n
, com o mesmo numero de relac~oes,
mas apenas dois geradores. No captulo 4, mostramos que as pseudovariedades de
semigrupos POI e POPI s~ao subpseudovariedades proprias de O e OP , respecti-
vamente, em que POPI denota a pseudovariedade de semigrupos gerada por todos
os semigrupos de transformac~oes parciais injectivas que preservam a orientac~ao sobre
uma cadeia nita e OP a pseudovariedade de semigrupos gerada por todos os semi-
grupos de transformac~oes totais que preservam a orientac~ao sobre uma cadeia nita.
Ainda neste captulo, apresentamos mais uma subclasse de O e introduzimos o con-
ceito de semigrupo normalmente ordenado, mostrando que a classe NOS de todos
os semigrupos normalmente ordenados constitui uma pseudovariedade de semigrupos.
Finalmente, o ultimo captulo deste trabalho e dedicado ao estudo da pseudovariedade
NO dos semigrupos inversos normalmente ordenados e a apresentac~ao dos resultados
que mencionamos atras.
Captulo 1
Preliminares
O primeiro captulo deste trabalho e fundamentalmente dedicado a apresentac~ao
dos conceitos e resultados gerais da Teoria de Semigrupos que nos parecem ser
necessarios para uma boa compreens~ao dos captulos seguintes. Usamos como re-
fere^ncia principal o livro de J. Howie [26] (ou [25]), embora muitos dos resultados
possam tambem ser encontrados em [28], [19], [23] ou [35], entre outros. Apre-
sentamos ainda resultados e conceitos que podem ser encontrados nos livros de
J. Almeida [2] ou de J.-E. Pin [38]. Estes resultados s~ao referidos nos restantes
captulos, em geral, n~ao mencionando outras fontes. Em algumas secc~oes apre-
sentamos outros resultados mais especcos, mas ainda sucientemente gerais para
que a sua inclus~ao se justique fora do local onde s~ao utilizados. Todas as secc~oes
deste captulo a excepc~ao da 5 foram elaboradas seguindo a linha descrita atras.
Na secc~ao 5, apresentamos uma extens~ao da representac~ao de Munn para semigru-
pos cujos elementos possuem no maximo um inverso que utilizamos no captulo 4 e
que julgamos ser material original. Por esta representac~ao envolver objectos mais
gerais do que aqueles com que trabalhamos no captulo 4, optamos por inclu-la
neste primeiro captulo.
1. Semigrupos
Um semigrupo e um par (S; ) formado por um conjunto S n~ao vazio (dito o suporte
ou o universo do semigrupo) e por uma operac~ao binaria  sobre S (i.e. uma aplicac~ao
 : S  S ! S) associativa, i.e. tal que a  (b  c) = (a  b)  c (em que a  b representa
a imagem por  do par (a; b)), para quaisquer a; b; c 2 S. A uma operac~ao binaria
associativa chamamos multiplicac~ao, quando fazemos uso da linguagem multiplicativa
(neste caso, em geral, n~ao usamos qualquer smbolo para designar a operac~ao). Usamos
como norma esta linguagem. N~ao havendo perigo de ambiguidade, representamos um
semigrupo apenas pelo seu suporte.
8Dados dois conjuntos X e Y , uma aplicac~ao f de X em Y e x 2 X, denotamos
por xf a imagem do elemento x por meio de f .
Exemplos 1.1.1. Seja X um conjunto qualquer. Denotamos por PT (X) o conjunto
de todas as transformac~oes (parciais) sobre X, i.e. o conjunto de todas as aplicac~oes
com domnio e contradomnio contidos em X. O conjunto PT (X) munido da operac~ao
de composic~ao de relac~oes constitui um semigrupo (veja-se [26, Proposic~ao 1.4.2]). Seja
s 2 PT (X). Representamos por Dom(s) o domnio de s e por Im(s) a imagem de
s. Designamos por caracterstica de s o cardinal do conjunto Im(s). Observemos que,
dados s; t 2 PT (X), o produto st e a transformac~ao parcial denida do seguinte modo:
1. Dom(st) = (Im(s) \ Dom(t))s
 1
;
2. Para qualquer x 2 Dom(st), x(st) = (xs)t,
tendo-se Im(st) = (Im(s) \ Dom(t))t (veja-se [26, Proposic~ao 1.4.3]).
Dado um semigrupo S, um elemento e 2 S diz-se idempotente se e = e
2
. Re-
presentamos por E(S) o conjunto de todos os elementos idempotentes de S. Estes
elementos desempenham um papel de extrema importa^ncia no estudo dos semigrupos.
Um resultado amplamente conhecido (veja-se [26, Proposic~ao 1.2.3]) e de importa^ncia
fundamental no estudo dos semigrupos nitos e o seguinte:
Teorema 1.1.1. Seja S um semigrupo nito e a 2 S. Ent~ao, existe um numero
natural n tal que a
n
e um idempotente. Em particular, todo o semigrupo nito possui
um elemento idempotente.
Seja S um semigrupo. Dizemos que um elemento u 2 S tal que xu = ux = x, para
qualquer x 2 S, e uma identidade de S.

E facil vericar que um semigrupo possui no
maximo uma identidade. Chamamos monoide a um semigrupo com identidade. Ten-
do em conta que a identidade de um monoide e unica, podemos encarar um monoide
S como uma algebra do tipo (2; 0) cuja operac~ao binaria e associativa e o elemento
distinguido em S pela operac~ao nularia e uma identidade do semigrupo S. Em geral,
representamos a identidade de um monoide S por 1
S
ou, n~ao havendo perigo de am-
biguidade, simplesmente, por 1. Denotamos por S
1
o \menor" monoide que contem
S, i.e. se S e um monoide ent~ao S
1
= S, caso contrario S
1
tem como suporte a uni~ao
disjunta de S com f1g e multiplicac~ao denida por s:t = st, se s; t 2 S e s:1 = 1:s = s,
se s 2 S
1
. Dizemos que um elemento u 2 S e um zero de S se, para qualquer s 2 S,
su = us = u. Tal elemento, se existir, e unico e, usualmente, e denotado por 0. Neste
9trabalho, denotamos por S
0
o semigrupo que resulta de S adicionando-lhe um (novo)
zero, i.e. o semigrupo S
0
tem como suporte a uni~ao disjunta de S com f0g (supondo
que 0 e um smbolo que n~ao denota nenhum elemento de S) e multiplicac~ao denida
por s:t = st, se s; t 2 S e s:0 = 0:s = 0, se s 2 S
0
. Observemos que S
0
nunca coincide
com S, ao contrario da denic~ao usual de S
0
(veja-se [26]).
Dizemos que um monoide G e um grupo se, para qualquer elemento g de G, existe
g
0
2 G tal que gg
0
= g
0
g = 1.

E claro que E(G) = f1g, para qualquer grupo G.
Dizemos que um semigrupo S e comutativo se xy = yx, para quaisquer x; y 2 S.
Sejam S um semigrupo e S
0
um subconjunto n~ao vazio de S. Dizemos que S
0
e um
subsemigrupo de S se for fechado para a operac~ao de S, i.e. se xy 2 S
0
, para quaisquer
x; y 2 S
0
. Dizemos que S
0
e um grupo de S se, para a operac~ao induzida pela de S, S
0
e um grupo. Se S e um monoide, ent~ao um submonoide de S e um subsemigrupo de
S que contem a identidade de S. Se S e um grupo, ent~ao qualquer grupo de S e um
submonoide de S. Neste caso, um grupo de S e tambem designado por subgrupo.
Exemplos 1.1.2. Seja X um conjunto qualquer. Denotamos por T (X) o conjunto
de todas as transformac~oes sobre X de domnio X (transformac~oes totais sobre X),
i.e. o conjunto de todas as aplicac~oes de X em X. Ent~ao T (X) e um subsemigrupo de
PT (X). Observemos que esta operac~ao em T (X) n~ao passa da composic~ao usual de
aplicac~oes. Alem disso, e claro que a aplicac~ao identidade sobre X e uma identidade de
PT (X) e pertence a T (X), pelo que PT (X) e um monoide e T (X) e um submonoide
de PT (X).
Outro submonoide importante de PT (X), e que nos interessa em especial, e o
semigrupo inverso simetrico I(X), i.e. o conjunto de todas as transformac~oes parciais
injectivas sobre X.

E claro que a aplicac~ao identidade e uma transformac~ao injectiva
e que a composic~ao de duas transformac~oes parciais injectivas e uma transformac~ao
injectiva, donde I(X) e um submonoide de PT (X). Alem disso, o conjunto das
permutac~oes sobre X, i.e. o conjunto de todas as bijecc~oes de X em X, esta contido
em I(X) e forma um grupo de I(X) (e de PT (X)) conhecido por grupo simetrico
sobre X.
Sejam S um semigrupo e X um subconjunto de S. Dizemos que um subsemigrupo
S
0
de S e gerado por X (ou que X e um conjunto de geradores de S
0
), se o menor (para
a relac~ao de inclus~ao) subsemigrupo de S que contem X e S
0
. De um modo analogo
denimos submonoide gerado por um determinado subconjunto de um monoide. Cha-
mamos caracterstica de um semigrupo (respectivamente, de um monoide) S ao mnimo
dos cardinais dos conjuntos de geradores de S.
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Dados dois semigrupos S e T , dizemos que uma aplicac~ao ' : S ! T e um
homomorsmo (de semigrupos) se a'b' = (ab)', para quaisquer a; b 2 S. Se S e
T s~ao dois monoides, dizemos que um homomorsmo (de semigrupos) ' : S ! T e
um homomorsmo de monoides se ' preserva a identidade, i.e. se 1' = 1. Se S e
T s~ao dois grupos, e facil ver que todo o homomorsmo (de semigrupos) ' : S ! T
e um homomorsmo de monoides. Dizemos que um homomorsmo ' : S ! T e um
isomorsmo se ' e uma aplicac~ao simultaneamente injectiva e sobrejectiva. Dizemos
que dois semigrupos s~ao isomorfos se existe um isomorsmo entre eles. Dados um
monoide S e um homomorsmo sobrejectivo ' : S ! T , ent~ao T e um monoide e
1' = 1. Logo, dado um isomorsmo ' : S ! T , o semigrupo S e um monoide se
e so se o semigrupo T e um monoide e, neste caso, 1' = 1. Observemos que, se
' : S ! T e um isomorsmo, ent~ao a aplicac~ao inversa '
 1
: T ! S e tambem
um isomorsmo. A um homomorsmo de S em S tambem chamamos endomorsmo.
Denotamos por End(S) o conjunto dos endomorsmos de S. Observemos que End(S)
e um submonoide de T (S). Dados dois semigrupos S e T , dizemos que S divide T (ou
que S e um divisor de T ) se S e uma imagem homomorfa de algum subsemigrupo de
T .
Proposic~ao 1.1.2. Sejam ' : S ! T um homomorsmo de semigrupos, S
0
um sub-
semigrupo de S e T
0
um subsemigrupo de T . Ent~ao, S
0
' e um subsemigrupo de T e
se for n~ao vazio T
0
'
 1
e um subsemigrupo de S.
O resultado seguinte e particularmente importante no captulo 3:
Proposic~ao 1.1.3. Sejam S e T dois semigrupos nitos, ' : S ! T um homomors-
mo sobrejectivo e H um grupo de T . Ent~ao, existe um grupo G de S tal que G' = H.
Demonstrac~ao. Em primeiro lugar, observemos que H'
 1
e n~ao vazio, visto que '
e sobrejectivo. Logo, H'
 1
e um subsemigrupo de S, atendendo a Proposic~ao 1.1.2,
e alem disso (H'
 1
)' = H. Podemos ent~ao considerar um subsemigrupo G de S de
cardinalidade mnima entre os subsemigrupos de S cuja imagem e H.
Sejam e
0
a identidade de H e A = fs 2 G j s' = e
0
g. Como G' = H, ent~ao
A e n~ao vazio e, atendendo a Proposic~ao 1.1.2, A e um subsemigrupo de S. Logo,
pelo Teorema 1.1.1, A possui um idempotente. Fixemos um idempotente e de A. Seja
B
e
= fs 2 G j se = es = sg. Ent~ao B
e
e um subsemigrupo (com identidade e)
de G e B
e
'  G'. Mais ainda, B
e
' = H. De facto, dado h 2 H, existe s 2 G
tal que s' = h. Como ese 2 B
e
e (ese)' = e
0
he
0
= h, ent~ao H  B
e
'. Portanto
B
e
' = H. Por conseguinte, atendendo a minimalidade de G, temos B
e
= G, pelo que
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G e um monoide de identidade e. Visto que e foi escolhido arbitrariamente em A e H
e um grupo, ent~ao G n~ao possui outros idempotentes. Tomemos g 2 G. Ent~ao, pelo
Teorema 1.1.1, g
n
e um idempotente, para algum n 2 N , e, consequentemente, g
n
= e.
Logo, G e um grupo, como queramos demonstrar.
Sejam S um semigrupo e s 2 S.

As aplicac~oes

s
: S ! S e 
s
: S ! S
x 7! xs x 7! sx
chamamos translac~ao direita e translac~ao esquerda de S associada a s, respectivamente.
O resultado seguinte constitui o analogo para semigrupos do Teorema de Cayley
para grupos (veja-se [26, Teorema 1.1.2]):
Teorema 1.1.4. Sejam S um semigrupo e X = S
1
. Ent~ao, a aplicac~ao  de S em
T (X) denida por, para qualquer s 2 S, s = 
s
, em que 
s
denota a translac~ao
direita de S
1
associada a s, e um homomorsmo injectivo.
Seja S = (S; ) um semigrupo. Chamamos semigrupo dual de S ao semigrupo
S
r
= (S; 
r
), em que a multiplicac~ao esta denida por s
r
t = t  s; para quaisquer
s; t 2 S. Outra construc~ao classica de um semigrupo a partir de outros semigrupos
dados e-nos fornecida pelo produto directo. Sejam n 2 N e S
1
; : : : ; S
n
semigrupos. O
produto directo dos semigrupos S
1
; : : : ; S
n
e o semigrupo de suporte S = S
1
   S
n
e multiplicac~ao denida por
(s
1
; s
2
; : : : ; s
n
)(t
1
; t
2
; : : : ; t
n
) = (s
1
t
1
; s
2
t
2
; : : : ; s
n
t
n
);
para quaisquer (s
1
; s
2
; : : : ; s
n
); (t
1
; t
2
; : : : ; t
n
) 2 S. Esta denic~ao pode, de uma forma
natural, ser estendida a um numero arbitrario de semigrupos (veja-se [26]).
2. Ideais e congrue^ncias
Seja S um semigrupo. Dados dois subconjuntos A e B de S, denotamos por AB o
subconjunto de S denido por AB = fab 2 S j a 2 A e b 2 Bg:
Dizemos que um subconjunto n~ao vazio I de S e um ideal (respectivamente, um
ideal esquerdo, um ideal direito) de S se S
1
IS
1
 I (respectivamente, S
1
I  I, IS
1

I). Dizemos que um ideal (respectivamente, um ideal esquerdo, um ideal direito) de
S e gerado por um conjunto X de S se for o menor (para a relac~ao de inclus~ao) ideal
(respectivamente, ideal esquerdo, ideal direito) de S que contem X. Dizemos que
um ideal (respectivamente, um ideal esquerdo, um ideal direito) de S e principal se
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for gerado por um unico elemento de S.

E claro que, dado a 2 S, o ideal principal
(respectivamente, o ideal principal esquerdo, o ideal principal direito) de S gerado por
a e S
1
aS
1
(respectivamente, S
1
a, aS
1
).
Seja  uma relac~ao de equivale^ncia em S. Dizemos que  e compatvel a esquerda
(respectivamente, compatvel a direita) com a multiplicac~ao de S se, para quaisquer
x; y; z 2 S tais que x  y, temos zx  zy (respectivamente, xz  yz). Dizemos que 
e uma relac~ao de congrue^ncia de S se  e compatvel a esquerda e a direita com a
multiplicac~ao de S. No conjunto quociente S= denimos, de um modo natural, uma
estrutura de semigrupo: dados x; y 2 S,
[x]

[y]

= [xy]

;
onde [x]

representa a -classe do elemento x 2 S. Tambem representamos a -classe
de um elemento x 2 S por x.
Naturalmente, dada uma relac~ao de congrue^ncia  de S, temos um homomorsmo
canonico  : S ! S=, denido por x = [x]

, para qualquer x 2 S.
Dada uma aplicac~ao ' : S ! T , designamos por nucleo de ' a relac~ao de equi-
vale^ncia Ker(') de S denida por: para quaisquer s; t 2 S, (s; t) 2 Ker(') se e so se
s' = t'. Se ' : S ! T e um homomorsmo de semigrupos, ent~ao o nucleo de ' e
uma congrue^ncia de S.
Te^m lugar diversos teoremas de

Algebra Universal sobre homomorsmos, mas
interessa-nos salientar o seguinte (veja-se [26, Proposic~ao 1.5.2]):
Teorema 1.2.1. Sejam ' : S ! T um homomorsmo de semigrupos e  : S !
S=Ker(') o homomorsmo canonico associado a Ker('). Ent~ao, existe um unico
homomorsmo ' : S=Ker(')! T tal que ' = '.
Outro exemplo importante de congrue^ncias e a congrue^ncia associada a um ideal.
Sejam S um semigrupo e I um ideal de S. Denimos a congrue^ncia 
I
em S, deno-
minada congrue^ncia de Rees associada a I, da seguinte forma: s 
I
t se e so se s = t
ou s; t 2 I, para quaisquer s; t 2 S.

E claro que, dado s 2 S temos
[s]

I
=
(
I; se s 2 I
fsg; se s 62 I.
Usualmente denotamos S=
I
simplesmente por S=I. Observemos que S=I e um semi-
grupo com zero I.
Dizemos que uma congrue^ncia separa idempotentes se cada uma das suas classes
possuir no maximo um idempotente. Dizemos que um homomorsmo separa idempo-
tentes se o seu nucleo e uma congrue^ncia que separa idempotentes. Na secc~ao 5 deste
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captulo apresentamos uma descric~ao da maior congrue^ncia que separa idempotentes
num semigrupo nito cujos elementos possuem no maximo um inverso.
Terminamos esta secc~ao com um resultado que garante a existe^ncia de uma con-
grue^ncia maxima (para a relac~ao de inclus~ao) contida numa qualquer relac~ao de equi-
vale^ncia de um semigrupo (veja-se [25, Proposic~ao I.5.13]).
Proposic~ao 1.2.2. Sejam S um semigrupo e R uma relac~ao de equivale^ncia em S.
Ent~ao, a relac~ao
R
[
= f(s; t) 2 S  S j (xsy; xty) 2 R; para quaisquer x; y 2 S
1
g
e a maior congrue^ncia de S contida em R.
3. Relac~oes de Green
As relac~oes de Green foram introduzidas na Teoria dos Semigrupos por J. A. Green
em 1951 e, desde ent~ao, desempenham um papel determinante no estudo dos semigru-
pos. Seja S um semigrupo. Em S, denimos as seguintes relac~oes de equivale^ncia:
1. sR t se e so se sS
1
= tS
1
;
2. sL t se e so se S
1
s = S
1
t;
3. sJ t se e so se S
1
sS
1
= S
1
tS
1
,
para quaisquer s; t 2 S.
As relac~oes R e L s~ao compatveis com o produto, respectivamente a esquerda e a
direita. Por outro lado, as relac~oes R e L s~ao permutaveis (i.e. RL = LR) e portanto
D = RL = LR
e ainda uma relac~ao de equivale^ncia de S. Alem disso, D e a menor relac~ao de equi-
vale^ncia de S que contem simultaneamente R e L. Denimos ainda a relac~ao H em S
como sendo a intersecc~ao das relac~oes R e L.
Dado um semigrupo S, as relac~oes R;L;J ;D e H chamamos relac~oes de Green de
S. Atendendo as denic~oes, as relac~oes de Green vericam pois as seguintes inclus~oes:
H  R;L  D  J :
Sendo K uma das relac~oes de Green denida num semigrupo S, denotamos por K
s
a
K-classe de um elemento s 2 S.
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Em determinados semigrupos, algumas das relac~oes de Green podem ser coinci-
dentes. Por exemplo, nos semigrupos comutativos e nos grupos todas as relac~oes de
Green coincidem. No caso dos grupos, as relac~oes de Green s~ao a relac~ao universal
e o seu estudo nada nos diz (mas tal n~ao se passa num semigrupo em geral). Nos
semigrupos nitos, de que s~ao exemplo os semigrupos que a frente vamos tratar, te-
mos D = J (veja-se [26, Proposic~ao 2.1.4]). Adiante sera fundamental ter presente
a descric~ao das relac~oes de Green nos semigrupos de transformac~oes, pelo que segui-
damente apresentamos o modo como est~ao denidas nos semigrupos T (X) e I(X),
com X um conjunto qualquer. Podemos enunciar o seguinte resultado (veja-se [26,
Exerccios 2.6.16 e 5.11.2]):
Proposic~ao 1.3.1. Seja X um conjunto. Em T (X) temos:
1. sL t se e so se Im(s) = Im(t);
2. sR t se e so se Ker(s) = Ker(t);
3. sJ t se e so se j Im(s)j = j Im(t)j;
4. D = J .
Em I(X) temos:
1. sL t se e so se Im(s) = Im(t);
2. sR t se e so se Dom(s) = Dom(t);
3. sJ t se e so se j Im(s)j = j Im(t)j;
4. D = J .
Associadas as relac~oes de Green R;L e J num semigrupo S, est~ao denidas em S
as seguintes relac~oes de quasi-ordem: para quaisquer s; t 2 S,
1. s 
R
t se e so se sS
1
 tS
1
;
2. s 
L
t se e so se S
1
s  S
1
t;
3. s 
J
t se e so se S
1
sS
1
 S
1
tS
1
.
Seja K uma das relac~oes de Green R;L ou J . Em S=K denimos uma relac~ao de
ordem parcial 
K
por: para quaisquer s; t 2 S, K
s

K
K
t
se e so se s 
K
t. Dados
s; t 2 S, escrevemos s <
K
t ou K
s
<
K
K
t
se s 
K
t e (s; t) 62 K.
Usamos frequentemente o resultado seguinte (veja-se [38, Proposic~ao 3.1.4]):
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Proposic~ao 1.3.2. Sejam S um semigrupo nito, s; t 2 S e e 2 E(S). Ent~ao:
1. Se s 
R
t e sJ t ent~ao sR t;
2. Se s 
L
t e sJ t ent~ao sL t.
O lema seguinte pode ser encontrado em [41]:
Lema 1.3.3. Sejam ' : S ! T um homomorsmo sobrejectivo de semigrupos nitos e
J
0
uma J -classe de T . Ent~ao J
0
'
 1
= J
1
[  [J
k
, para certas J -classes J
1
; : : : ; J
k
de
S, e qualquer elemento J
i
(1  i  k) 
J
-minimal de fJ
1
; : : : ; J
k
g e tal que J
i
' = J
0
.
Alem disso, se J
0
e regular, ent~ao o ndice i e unico e J
i
e o elemento 
J
-mnimo de
fJ
1
; : : : ; J
k
g, mais ainda J
i
e tambem regular.
Seja K uma das relac~oes de Green. Dizemos que um semigrupo S e K-trivial se K
e a relac~ao identidade de S. Por outro lado, tendo em conta a Proposic~ao 1.2.2, faz
sentido considerar a maior congrue^ncia de S contida em H. Assim, dizemos que um
semigrupo S e fundamental se a maior congrue^ncia de S contida em H for a identidade
([19]).

E claro que todo o semigrupo H-trivial e fundamental. O recproco n~ao e, em
geral, verdadeiro.
Apresentamos em seguida uma breve descric~ao da estrutura de uma D-classe de
um semigrupo de cardinalidade arbitraria.
Sejam S um semigrupo e a e b elementos de S tais que aD b. Ent~ao L
a
\R
b
e uma
H-classe de S. Mais precisamente, L
a
\ R
b
e a H-classe de qualquer elemento c 2 S
tal que aL c e cR b.
O resultado seguinte e essencial para o estudo de uma D-classe e e conhecido por
Lema de Green (veja-se [26]).
Proposic~ao 1.3.4. Sejam S um semigrupo e a; b 2 S, s; t 2 S
1
tais que a = bt e
b = as (temos aR b). Ent~ao, as translac~oes direitas 
s
e 
t
induzem bijecc~oes inversas
uma da outra que preservam R-classes (i.e. se x 2 L
a
ent~ao xR xs e, analogamente,
se x 2 L
b
ent~ao xR xt), de L
a
sobre L
b
e de L
b
sobre L
a
, respectivamente.
Envolvendo elementos L-relacionados e as translac~oes esquerdas, temos tambem o
resultado dual do anterior.
Do Lema de Green resulta que duas L-classes contidas numa mesma D-classe te^m
a mesma cardinalidade. Do seu dual, o mesmo podemos concluir para duas R-classes
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contidas numa mesma D-classe. Combinando o Lema de Green com o seu dual, pode-
mos deduzir que duas H-classes contidas numa mesma D-classe te^m ainda a mesma
cardinalidade (veja-se [26, Lema 2.2.3]).
Seguidamente, enunciamos mais algumas conseque^ncias importantes do Lema de
Green (veja-se [26]).
Proposic~ao 1.3.5. Sejam S um semigrupo e a; b 2 S. Ent~ao, ab 2 R
a
\ L
b
se e so
se L
a
\R
b
contem um idempotente.
Num semigrupo nito, atendendo a Proposic~ao 1.3.2, temos ainda:
Proposic~ao 1.3.6. Sejam S um semigrupo nito, a e b dois elementos de S tais que
aD b. Seja D = D
a
(= D
b
). Ent~ao, ab 2 D se e so se ab 2 R
a
\ L
b
.
Ainda a respeito de H-classes, temos:
Proposic~ao 1.3.7. Sejam S um semigrupo e H uma H-classe de S. Ent~ao, H
2
\H =
; ou H
2
= H e, neste caso, H e um grupo de S. Em particular, H contem no maximo
um idempotente.
Observemos que qualquer grupo de um semigrupo S esta necessariamente contido
numa H-classe de S, donde os grupos maximais de S s~ao exactamente as H-classes de
S que conte^m um idempotente. Alem disso, podemos armar que:
Proposic~ao 1.3.8. Dois grupos maximais de um semigrupo S contidos numa mesma
D-classe s~ao isomorfos.
Dizemos que um semigrupo S e aperiodico se os seus grupos s~ao triviais. Para um
semigrupo nito, temos (veja-se [38, Proposic~ao 3.4.2]):
Proposic~ao 1.3.9. Seja S um semigrupo nito. As seguintes condic~oes s~ao equiva-
lentes:
1. S e aperiodico;
2. Para qualquer a 2 S, existe n 2 N tal que a
n
= a
n+1
;
3. Existe m 2 N tal que, para qualquer a 2 S, a
m
= a
m+1
;
4. S e H-trivial.
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Dizemos que um semigrupo com zero e nulo se o produto de quaisquer dois dos
seus elementos e igual a zero. Dizemos que um semigrupo S com zero e 0-simples se
S n~ao e um semigrupo nulo e os unicos ideais de S s~ao f0g e S ou, equivalentemente,
se S n~ao e nulo e as unicas J -classes de S s~ao f0g e S n f0g.
Seja S um semigrupo. Dizemos que um elemento s 2 S e regular se existe um
elemento x 2 S tal que s = sxs. Se, alem de s = sxs, o elemento x vericar x = xsx,
dizemos que x e um inverso de s em S.

E facil provar que todo o elemento regular
de S possui pelo menos um inverso. De facto, se x e tal que s = sxs ent~ao xsx e um
inverso de s. Denotamos por Reg(S) o conjunto de todos os elementos regulares de S.
Dizemos que um semigrupo S e regular se Reg(S) = S. Dizemos que uma D-classe de
um semigrupo S e regular se todos os seus elementos s~ao regulares em S.
Temos as seguintes descric~oes de uma D-classe regular (veja-se [26]):
Proposic~ao 1.3.10. Seja D uma D-classe de um semigrupo S. As seguintes condi-
c~oes s~ao equivalentes:
1. D e regular;
2. D possui pelo menos um elemento regular;
3. Toda a R-classe contida em D possui pelo menos um elemento idempotente;
4. Toda a L-classe contida em D possui pelo menos um elemento idempotente;
5. D possui pelo menos um elemento idempotente.
O resultado que apresentamos a seguir relaciona as relac~oes de Green R e L de
um semigrupo com as relac~oes de Green R e L de um seu subsemigrupo regular [26,
Proposic~ao 2.4.2] (veja-se tambem [38, Proposic~ao 1.10]).
Proposic~ao 1.3.11. Sejam S um semigrupo e T um subsemigrupo regular de S.
Ent~ao, dados s; t 2 T , temos:
1. sR t em T se e so se sR t em S;
2. sL t em T se e so se sL t em S.
Observemos que um resultado analogo ao anterior n~ao e valido, em geral, para as
relac~oes J e D (veja-se [26, pagina 57]).
Dado um semigrupo S, denimos em E(S) uma relac~ao  do seguinte modo: para
quaisquer e; f 2 E(S), e  f se e so se ef = e = fe. A relac~ao  e uma ordem parcial
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em E(S) designada por ordem natural de E(S) (veja-se [23]). Dados e; f 2 E(S),
dizemos que f cobre e se e  f . Note-se que no nosso contexto n~ao se exige que se
x 2 E(S) e tal que e  x  f ent~ao x = e ou x = f . Notemos que, num semigrupo
nito, os idempotentes contidos numa mesma D-classe formam uma anti-cadeia para
a ordem natural:
Proposic~ao 1.3.12. Seja S um semigrupo nito. Se e e f s~ao dois idempotentes
D-relacionados de S tais que e  f ent~ao e = f .
Demonstrac~ao. Pela Proposic~ao 1.3.6, e = ef 2 L
f
e e = fe 2 R
f
. Logo, e 2 H
f
e
portanto, atendendo a Proposic~ao 1.3.7, e = f , como queramos demonstrar.
Terminamos esta secc~ao com um resultado que nos da uma descric~ao dos ideais de
um semigrupo (n~ao necessariamente nito) cujo quociente por J forma uma cadeia
nita para a relac~ao de ordem parcial 
J
. Os semigrupos que estudamos nos captulos
2 e 3 deste trabalho gozam desta propriedade.
Proposic~ao 1.3.13. Seja S um semigrupo tal que S=J e uma cadeia nita para a
relac~ao de ordem parcial 
J
: S=J = fJ
0
<
J
J
1
<
J
   <
J
J
n
g: Ent~ao S possui n+1
ideais I
0
; I
1
; : : : ; I
n
tais que I
0
 I
1
     I
n
, sendo I
k
o ideal principal gerado por
qualquer elemento de J
k
, para qualquer k 2 f0; : : : ; ng.
Demonstrac~ao. Em primeiro lugar, observemos que, para qualquer k 2 f0; : : : ; ng,
I
k
= [
k
i=0
J
k
e um ideal de S, tendo-se I
0
 I
1
     I
n
. Por outro lado, dado um
ideal I de S, sendo k = maxfi 2 f0; 1; : : : ; ng j I \ J
i
6= ;g; vericamos que I = I
k
,
pelo que o resultado ca demonstrado.
4. Semigrupos inversos
Seja S um semigrupo. Dizemos que S e um semigrupo inverso se S e um semi-
grupo regular tal que cada elemento possui um unico inverso. Usualmente, dados um
semigrupo inverso S e um elemento s 2 S, denotamos por s
 1
o inverso de s.
Pode demonstrar-se que um semigrupo regular e um semigrupo inverso se e so se
os seus idempotentes comutam. Outra caracterizac~ao dos semigrupos inversos e dada
atraves das relac~oes de Green R e L: um semigrupo S e inverso se e so se cadaR-classe
e cada L-classe de S contem um e um so idempotente (veja-se [26, Teorema 5.1.1]).
Observemos que, sendo S um semigrupo inverso nito e D uma D-classe de S,
ent~ao o numero de elementos de D e igual ao produto do numero de elementos de uma
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(qualquer) H-classe contida em D pelo quadrado do numero de idempotentes de D.
Em particular, num semigrupo inverso aperiodico nito S, o numero de elementos de
uma D-classe D de S e igual ao quadrado do numero de idempotentes de D. Alem
disso, tendo em conta a Proposic~ao 1.3.12, podemos mostrar que todo o semigrupo
inverso aperiodico nito tem um zero.
Exemplos 1.4.1. Para qualquer conjunto X, o semigrupo I(X) e inverso (veja-se
[25, Proposic~ao 5.5.5]). O inverso de um elemento de I(X) e a sua transformac~ao
inversa. Seja s um elemento de PT (X). Denotando por Fix(s) o conjunto dos pontos
xos de s, temos que s e um idempotente se e so se Im(s)  Fix(s). Por outro lado,
notemos que Fix(s) e sempre um subconjunto de Im(s). Assim, os idempotentes de
I(X) s~ao exactamente as identidades parciais (i.e. todas as restric~oes da aplicac~ao
identidade) sobre X.
Seja S um semigrupo inverso. Uma vez que os idempotentes de S comutam, E(S)
e um subsemigrupo comutativo de S, o qual designamos por semireticulado dos idem-
potentes de S. Mais geralmente, designamos por semireticulado qualquer semigrupo
comutativo cujos elementos s~ao todos idempotentes.

E claro que qualquer semireticu-
lado e um semigrupo inverso.
Seja S um semigrupo com pelo menos um idempotente e tal que os idempotentes
comutam. Ent~ao o subconjunto dos elementos regulares Reg(S) de S constitui um
semigrupo inverso.
Seguidamente, apresentamos algumas propriedades elementares de um semigrupo
inverso (veja-se [26, Proposic~ao 5.1.2]).
Proposic~ao 1.4.1. Sejam S um semigrupo inverso e E = E(S). Ent~ao:
1. (ab)
 1
= b
 1
a
 1
, para quaisquer a; b 2 S;
2. aea
 1
; a
 1
ea 2 E, para quaisquer a 2 S e e 2 E;
3. aL b se e so se a
 1
a = b
 1
b, para quaisquer a; b 2 S;
4. aR b se e so se aa
 1
= bb
 1
, para quaisquer a; b 2 S;
5. eD f se e so se existe a 2 S tal que aa
 1
= e e a
 1
a = f , para quaisquer
e; f 2 E.
Temos tambem (veja-se [26, Proposic~ao 5.1.4]):
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Proposic~ao 1.4.2. Qualquer imagem homomorfa de um semigrupo inverso e ainda
um semigrupo inverso. Alem disso, se ' : S ! T e um homomorsmo entre semigru-
pos inversos ent~ao (a')
 1
= a
 1
', para qualquer a 2 S.
Naturalmente, podemos considerar um semigrupo inverso como sendo uma algebra
com duas operac~oes: uma binaria (a multiplicac~ao) e a outra unaria (a aplicac~ao
que transforma cada elemento no seu inverso), i.e. como sendo uma algebra do tipo
(2,1). Neste contexto, a proposic~ao anterior estabelece que qualquer homomorsmo
de semigrupos entre dois semigrupos inversos e um homomorsmo de algebras do tipo
(2,1).
Tendo em conta o resultado anterior, podemos demonstrar a seguinte propriedade
relativa a congrue^ncias de um semigrupo inverso (veja-se [35] ou [26]):
Proposic~ao 1.4.3. Sejam S um semigrupo inverso,  uma congrue^ncia de S e s; t 2 S
tais que s  t. Ent~ao, s
 1
 t
 1
.
Uma representac~ao de um semigrupo inverso S e um homomorsmo de S para
algum semigrupo inverso simetrico I(X). Dado um semigrupo inverso S, a aplicac~ao
 : S ! I(S)
s 7! 
s
: Sss
 1
! Ss
 1
s
x 7! xs;
e um homomorsmo injectivo, designado por representac~ao de Vagner-Preston de S
(vejam-se [26], [35]). Para cada s 2 S, a transformac~ao 
s
preserva R-classes (i.e.
se x 2 Sss
 1
ent~ao xR x
s
) e, portanto, para qualquer R-classe R de S, podemos
considerar a aplicac~ao j
R
de S em I(R) denida por sj
R
= 
s
j
R
, para qualquer
s 2 S. Ent~ao j
R
e um homomorsmo (designado por representac~ao de Vagner-
-Preston restrita a R [10]), o qual em geral n~ao e injectivo. Apesar disso, temos que S
e isomorfo a um subsemigrupo do produto directo de todos os semigrupos I(R), com
R 2 S=R.
Outra representac~ao classica de um semigrupo inverso e a representac~ao de Munn:
dado um semigrupo inverso S e sendo E = E(S), a aplicac~ao
 : S ! I(E)
s 7! 
s
: Ess
 1
! Es
 1
s
e 7! s
 1
es
e um homomorsmo. Observemos que, em geral, a representac~ao de Munn de um
semigrupo inverso n~ao e injectiva. De facto, o nucleo de  e a maior congrue^ncia de
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S que separa idempotentes e  e injectiva se e so se S e um semigrupo fundamental.
Notemos tambem que, para qualquer s 2 S, a transformac~ao 
s
preserva D-classes
(i.e. se e 2 Ess
 1
ent~ao eD s
 1
es), pelo que, dada uma D-classe D de S, a aplicac~ao

s
j
D
e uma bijecc~ao de D \ Ess
 1
em D \Es
 1
s. Para mais detalhes, veja-se [26] ou
[35].
Como aplicac~ao da representac~ao de Munn salientamos a seguinte propriedade de
um semigrupo inverso nito.
Proposic~ao 1.4.4. Sejam S um semigrupo inverso nito e J
1
e J
2
duas J -classes
de S tais que J
1
<
J
J
2
. Ent~ao, existe k  1 tal que cada idempotente de J
2
cobre
exactamente k idempotentes de J
1
.
Demonstrac~ao. Sejam E = E(S) e  a representac~ao de Munn de S. Seja f 2 J
2
\E.
Ent~ao, dado um idempotente g de J
1
, existem x; y 2 S tais que g = xfy. Tomemos
e = x
 1
xfyy
 1
. Ent~ao e e um idempotente de J
1
e e  f , pelo que f cobre pelo
menos um idempotente de J
1
. Seguidamente, tomemos f
1
; f
2
2 J
2
\E(S) e seja s 2 J
2
tal que ss
 1
= f
1
e s
 1
s = f
2
. Uma vez que 
s
j
J
1
e uma bijecc~ao de J
1
\ Ess
 1
sobre J
1
\ Es
 1
s com inversa 
s
 1
j
J
1
, ent~ao f
1
cobre g 2 J
1
\ E se e so se f
2
cobre
s
 1
gs 2 J
1
\E, pelo que f
1
e f
2
cobrem o mesmo numero de idempotentes de J
1
, como
queramos demonstrar.
Terminamos esta secc~ao com um lema que sera usado a frente.
Lema 1.4.5. Sejam S um semigrupo inverso aperiodico nito, E = E(S), s 2 S e
F um subconjunto de Ess
 1
\ Es
 1
s tal que F
s
 F . Ent~ao, 
s
j
F
e a aplicac~ao
identidade sobre F . Alem disso, se e; f 2 Ess
 1
s~ao tais que e = s
 1
fs e f = s
 1
es
ent~ao e = f .
Demonstrac~ao. Em primeiro lugar, observemos que, como 
s
e uma transformac~ao
injectiva, F  Dom(
s
), F
s
 F e F e nito, ent~ao 
s
j
F
e uma bijecc~ao de F sobre
F . Como S e nito e aperiodico, existe n 2 N tal que s
n+1
= s
n
. Ent~ao, s
n
e um
idempotente de S. Consequentemente, 
n
s
e um idempotente de I(E), donde uma
identidade parcial de E. Por outro lado, 
n+1
s
= 
n
s
. Seja e 2 F . Como 
s
j
F
e uma
aplicac~ao de F em F , ent~ao podemos garantir que e 2 Dom(
n
s
). Logo e = e
n
s
=
e
n+1
s
= e
n
s

s
= e
s
e portanto 
s
j
F
e a aplicac~ao identidade sobre F . A segunda
armac~ao do lema e uma conseque^ncia imediata do que acabamos de demonstrar,
tomando F = fe; fg.
22
5. Uma extens~ao da representac~ao de Munn
Apresentamos nesta secc~ao uma extens~ao da representac~ao de Munn para semi-
grupos cujos elementos possuem no maximo um inverso. De facto, os semigrupos com
esta propriedade s~ao exactamente os semigrupos tais que cada R-classe e cada L-clas-
se possui no maximo um idempotente, pelo que no caso nito estamos perante os
semigrupos da conhecida classe BG (veja-se [39]). Os semigrupos cujos idempotentes
comutam s~ao tambem exemplos de semigrupos com esta propriedade.
Seja S um semigrupo. A cada elemento s 2 S associamos os seguintes subconjuntos
de E(S):
R(s) = fe 2 E(S) j e 
R
sg e L(s) = fe 2 E(S) j e 
L
sg.
Os dois lemas seguintes estabelecem propriedades destes subconjuntos.
Lema 1.5.1. Sejam S um semigrupo e s 2 S. Ent~ao:
(i) Se e 2 R(s) ent~ao es 2 Reg(S);
(ii) Se e 2 L(s) ent~ao se 2 Reg(S).
Demonstrac~ao. Sejam s 2 S e e 2 R(s). Ent~ao, e = sx, para certo x 2 S
1
, pelo
que es = eees = e(sx)es = (es)x(es) e portanto es 2 Reg(S). Assim, provamos a
condic~ao (i). De modo analogo se prova a condic~ao (ii).
Dados um semigrupo S cujos elementos possuem no maximo um inverso e um
elemento regular s 2 S, denotamos por s
 1
o unico inverso de s em S.
Lema 1.5.2. Sejam S um semigrupo cujos elementos possuem no maximo um inverso
e s 2 S.
(i) Se e 2 R(s) ent~ao:
(a) e = (es)(es)
 1
= s(es)
 1
= s(es)
 1
e;
(b) (es)
 1
(es) 2 L(s) e (es)
 1
(es)D e.
(ii) Se e 2 L(s) ent~ao:
(a) e = (se)
 1
(se) = (se)
 1
s = e(se)
 1
s;
(b) (se)(se)
 1
2 R(s) e (se)(se)
 1
D e.
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Demonstrac~ao. Demonstramos somente a condic~ao (i), ja que a prova da condic~ao
(ii) e analoga. Sejam s 2 S e e 2 R(s). Tomemos x 2 S
1
tal que e = sx.
Uma vez que es 2 Reg(S), podemos considerar o idempotente es(es)
 1
. Como
e = ee = esx = es(es)
 1
esx, ent~ao e e es(es)
 1
s~ao idempotentes R-relacionados,
donde e = es(es)
 1
. Por outro lado, visto que es = eees = esxes, ent~ao xesx e o
inverso de es, pelo que (es)
 1
= xesx e portanto s(es)
 1
= sxesx = eee = e. Final-
mente, a partir desta igualdade e imediato que e = s(es)
 1
e, pelo que demonstramos
a condic~ao (a). Em seguida demonstramos a condic~ao (b). Comecemos por observar
que trivialmente (es)
 1
(es) 2 L(s). Alem disso, como e = es(es)
 1
e es = es(es)
 1
es,
ent~ao eR esL (es)
 1
es, pelo que (es)
 1
(es)D e, como queramos demonstrar.
Podemos agora demonstrar a seguinte proposic~ao:
Proposic~ao 1.5.3. Seja S um semigrupo cujos elementos possuem no maximo um
inverso. Para qualquer s 2 S, as aplicac~oes

s
: R(s) ! L(s)
e 7! (es)
 1
(es)
e


s
: L(s) ! R(s)
e 7! (se)(se)
 1
s~ao bijecc~oes inversas uma da outra que preservam D-classes.
Demonstrac~ao. Seja s 2 S. Atendendo ao Lema 1.5.2, podemos armar que 
s
e


s
s~ao aplicac~oes que preservam D-classes. Tomemos e 2 R(s). Ent~ao
e
s


s
= ((es)
 1
es)


s
= s(es)
 1
es(s(es)
 1
es)
 1
= (s(es)
 1
e)s((s(es)
 1
e)s)
 1
= es(es)
 1
= e:
Analogamente, e


s

s
= e, para qualquer e 2 L(s). Portanto 
s
e


s
s~ao bijecc~oes
inversas uma da outra.
Estamos ent~ao em condic~oes de poder demonstrar o seguinte teorema de represen-
tac~ao para semigrupos cujos elementos possuem no maximo um inverso:
Teorema 1.5.4. Seja S um semigrupo cujos elementos possuem no maximo um in-
verso. Seja E = E(S). Ent~ao a aplicac~ao
 : S ! I(E)
s 7! 
s
e um homomorsmo que separa idempotentes.
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Demonstrac~ao. Mostramos em primeiro lugar que  e um homomorsmo. Sejam
s; t 2 S. Comecemos por ver que Dom(
s

t
) = Dom(
st
). Tomemos e 2 Dom(
s

t
).
Ent~ao e 2 R(s) e (es)
 1
(es) = e
s
2 R(t), pelo que e = s(es)
 1
(pelo Lema 1.5.2) e
(es)
 1
(es) = tx, para algum x 2 S
1
. Logo,
e = s(es)
 1
= s(es)
 1
(es)(es)
 1
= stx(es)
 1
e portanto e 2 R(st), ou seja e 2 Dom(
st
). Reciprocamente, tomemos e 2 Dom(
st
).
Como e 2 R(st), pelo Lema 1.5.2, temos e = st(est)
 1
, donde e 2 R(s), ou se-
ja e 2 Dom(
s
). Em particular, es 2 Reg(S). Por outro lado, tambem pelo Le-
ma 1.5.2, e = est(est)
 1
= est(est)
 1
e, donde es = (es)t(est)
 1
(es). Alem disso,
t(est)
 1
(es)t(est)
 1
= t(est)
 1
, pelo que (es)
 1
= t(est)
 1
. Logo, e
s
= (es)
 1
es =
t(est)
 1
es 2 R(t) e portanto e
s
2 Dom(
t
). Logo e 2 Dom(
s

t
) e, por conseguinte,
Dom(
st
) = Dom(
s

t
):
Seguidamente, tomemos e 2 Dom(
st
). Ent~ao, e 2 R(s), pelo que es e regular.
Alem disso, e
s
= (es)
 1
es 2 R(t), donde (es)
 1
est e tambem regular. Como est =
es(es)
 1
est, ent~ao estL (es)
 1
est. Por outro lado, e 2 R(st), pelo que est e regular.
Ent~ao,
(est)
 1
estL estL (es)
 1
estL ((es)
 1
est)
 1
(es)
 1
est;
donde (est)
 1
est = ((es)
 1
est)
 1
(es)
 1
est, e portanto
e
s

t
= ((es)
 1
(es))
t
= ((es)
 1
est)
 1
(es)
 1
est = (est)
 1
est = e
st
:
Provamos assim que  e um homomorsmo.
Resta-nos mostrar que  separa idempotentes. Tomemos e; f 2 E tais que 
e
= 
f
.
Ent~ao, em particular, R(e) = R(f). Logo, eR f e portanto e = f , por hipotese.
Dado um semigrupo S cujos elementos possuem no maximo um inverso, ao homo-
morsmo denido no teorema anterior chamamos representac~ao de Munn de S, ja que,
como mostramos adiante, se S for um semigrupo inverso ent~ao este homomorsmo e
precisamente a representac~ao de Munn usual que foi apresentada na secc~ao anterior.
Provamos agora que, para um semigrupo nito cujos elementos possuem no maximo
um inverso, se tem o resultado seguinte que tambem e valido para um semigrupo
inverso arbitrario:
Teorema 1.5.5. Se S e um semigrupo nito cujos elementos possuem no maximo um
inverso ent~ao o nucleo da representac~ao de Munn de S e a maior congrue^ncia de S
que separa idempotentes.
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Demonstrac~ao. Sejam E = E(S) e  : S ! I(E) a representac~ao de Munn de
S. Pelo Teorema 1.5.4, o homomorsmo  separa idempotentes, donde o seu nucleo
Ker() e uma congrue^ncia que separa idempotentes. Resta assim provar que Ker()
e a congrue^ncia maxima (para a relac~ao de inclus~ao entre congrue^ncias) de S que
separa idempotentes. Com este objectivo, consideremos uma congrue^ncia  de S que
separa idempotentes. Em primeiro lugar, observemos que, uma vez que S 2 BG,
ent~ao S= 2 BG, visto que a classe de semigrupos nitos BG e fechada para imagens
homomorfas (veja-se [39]). Sejam s; t 2 S tais que st. Comecemos por mostrar que
R(s) = R(t). Tomemos e 2 R(s). Ent~ao existe x 2 S
1
tal que e = sx. Uma vez que
st, ent~ao sxtx, i.e. etx. Seja n 2 N tal que (tx)
n
e um idempotente. Como e(tx)
n
e  separa idempotentes, ent~ao e = (tx)
n
, pelo que e 2 R(t) e, por conseguinte, temos
R(s)  R(t). De um modo analogo se prova a inclus~ao recproca, pelo que R(s) =
R(t). Em seguida, tomemos e 2 R(s) = R(t). Ent~ao, es e et s~ao regulares. Alem
disso, (es)
 1
 e (et)
 1
 s~ao inversos de (es) e (et) em S=, respectivamente. Como
os elementos do semigrupo S= possuem no maximo um inverso e (es) = (et), ent~ao
(es)
 1
 = (et)
 1
. Logo, ((es)
 1
es) = ((et)
 1
et), pelo que (es)
 1
es = (et)
 1
et,
visto que  separa idempotentes. Portanto e
s
= e
t
. Assim, provamos que 
s
= 
t
e,
por conseguinte,   Ker(), como queramos demonstrar.
O resultado anterior da-nos uma descric~ao da maior congrue^ncia que separa idem-
potentes num semigrupo nito cujos elementos possuem no maximo um inverso. De
facto, mais geralmente, P. Edwards em [11] apresenta uma descric~ao da maior con-
grue^ncia que separa idempotentes num semigrupo eventualmente regular, i.e. num
semigrupo em que cada elemento possui uma pote^ncia regular, e portanto num semi-
grupo nito, ja que todo o semigrupo nito e eventualmente regular (veja-se tambem
[6]).
Dizemos que um semigrupo S e E-fundamental se a unica congrue^ncia de S que
separa idempotentes for a identidade (observemos que em [12] P. Edwards designa por
fundamental um semigrupo nestas condic~oes). Visto que uma congrue^ncia contida em
H separa idempotentes, qualquer semigrupo E-fundamental e tambem fundamental.
O recproco n~ao e geralmente verdadeiro, mesmo no caso nito, como mostramos
no exemplo que se segue. Observemos que, no entanto, se S for regular ent~ao a
maior congrue^ncia de S contida em H coincide com a maior congrue^ncia de S que
separa idempotentes (veja-se [25, Proposic~ao 2.4.5]). Assim, um semigrupo regular e
fundamental se e so se e E-fundamental.
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Exemplo 1.5.1. Seja S um semigrupo nito nulo. Ent~ao S e H-trivial e E(S) = f0g,
pelo que a congrue^ncia universal separa idempotentes e S e um semigrupo fundamental.
Porem, se S possui pelo menos dois elementos, S n~ao e E-fundamental.
Terminamos esta secc~ao mostrando que a representac~ao de Munn que construmos
para o caso mais geral de um semigrupo cujos elementos possuem no maximo um in-
verso coincide com a representac~ao apresentada por Munn para um semigrupo inverso.
Com este proposito, comecamos por demonstrar o seguinte lema:
Lema 1.5.6. Sejam S um semigrupo cujos elementos possuem no maximo um inverso
e E = E(S). Ent~ao, para qualquer s 2 Reg(S), temos:
(i) R(s) = ss
 1
E \ E;
(ii) L(s) = Es
 1
s \ E;
(iii) Para qualquer e 2 R(s), (es)
 1
(es) = s
 1
es.
Demonstrac~ao. Comecemos por provar a condic~ao (i). Suponhamos que s 2 Reg(S)
e e 2 R(s). Ent~ao e = sx = ss
 1
sx = ss
 1
e, para certo x 2 S
1
, donde e 2 ss
 1
E \E.
Logo, R(s)  ss
 1
E \E. Uma vez que a inclus~ao recproca e imediata, ent~ao R(s) =
ss
 1
E \ E. De forma analoga se prova a condic~ao (ii). Com o objectivo de provar a
condic~ao (iii), tomemos s 2 Reg(S) e e 2 R(s). Vimos atras que, nestas condic~oes,
e = ss
 1
e. Alem disso, es e regular e (es)
 1
(es) e s
 1
es s~ao idempotentes. Como
es = ss
 1
es, ent~ao esL s
 1
es, pelo que (es)
 1
(es)L esL s
 1
es e portanto (es)
 1
(es) =
s
 1
es.
O lema anterior permite-nos concluir o resultado pretendido.
Proposic~ao 1.5.7. Sejam S um semigrupo inverso e E = E(S). Ent~ao, o homo-
morsmo  : S ! I(E) denido no Teorema 1.5.4 e exactamente a representac~ao de
Munn usual.
6. Produtos semidirectos
Nesta secc~ao apresentamos mais um processo classico de construir um novo semi-
grupo a custa de semigrupos dados. Sejam S e T dois semigrupos e
' : T
1
! End
r
(S)
t 7! t' : S ! S
s 7! (s)t'
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um homomorsmo de monoides. A este homomorsmo associamos o semigrupo S 
'
T
de suporte S  T e multiplicac~ao denida por
(s
1
; t
1
)(s
2
; t
2
) = (s
1
((s
2
)t
1
'); t
1
t
2
);
para quaisquer s
1
; s
2
2 S e t
1
; t
2
2 T . Com o objectivo de simplicar a notac~ao, em
geral representemos o elemento (s)t' de S por t:s, para quaisquer s 2 S e t 2 T
1
.
Ent~ao, uma aplicac~ao ' : T
1
! End
r
(S) e um homomorsmo de monoides se e so se
satisfaz as seguintes condic~oes:
1. t:(s
1
s
2
) = (t:s
1
)(t:s
2
);
2. (t
1
t
2
):s = t
1
:(t
2
:s);
3. 1:s = s,
para quaisquer s
1
; s
2
2 S e t
1
; t
2
2 T
1
. Neste contexto, dizemos que ' dene uma acc~ao
(a esquerda) de T sobre S. Nestas condic~oes, podemos reescrever a multiplicac~ao em
S 
'
T do seguinte modo:
(s
1
; t
1
)(s
2
; t
2
) = (s
1
(t
1
:s
2
); t
1
t
2
);
para quaisquer s
1
; s
2
2 S e t
1
; t
2
2 T . Designamos o semigrupo S 
'
T por produto
semidirecto (associado a ') e, n~ao havendo ambiguidade, denotamo-lo simplesmente
por S  T .
Observemos que o produto directo de dois semigrupos e um caso particular de um
produto semidirecto (o associado ao homomorsmo que transforma todos os elementos
na identidade).
Exemplo 1.6.1. Sejam S e T dois semigrupos. Denotemos por S
T
1
o semigrupo cujos
elementos s~ao todas as aplicac~oes de T
1
em S e cuja multiplicac~ao esta denida do
seguinte modo: dados f; g 2 S
T
1
,
(x)(fg) = (x)f(x)g;
para qualquer x 2 T
1
. Dados t 2 T
1
e f 2 S
T
1
, denimos uma aplicac~ao t:f 2 S
T
1
do
seguinte modo:
(x)(t:f) = (xt)f
para qualquer x 2 T
1
. Ent~ao a aplicac~ao ' de T
1
em End
r
(S
T
1
) denida por (f)t' =
t:f , para quaisquer t 2 T
1
e f 2 S
T
1
, e um homomorsmo de monoides. Podemos
assim considerar o produto semidirecto S
T
1
 T associado a ', o qual designamos por
produto em coroa de S e T e denotamos por S  T .
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Os tre^s lemas seguintes que optamos por incluir neste primeiro captulo ser~ao ne-
cessarios no captulo 4.
Lema 1.6.1. Sejam T um monoide com zero que admite T n f1g como subsemigrupo,
U
1
o submonoide f0; 1g de T e S um semigrupo. Seja S  T um produto semidirecto
tal que t:s = 0:s, para quaisquer t 2 T n f1g e s 2 S, e S  U
1
o produto semidirecto
associado a restric~ao a U
1
da acc~ao denida de T sobre S. Ent~ao, S  T e isomorfo a
um subsemigrupo de (S  U
1
) T .
Demonstrac~ao. Seja  : S  T ! (S  U
1
) T a aplicac~ao denida por
(s; t) =
(
((s; 1); 1); se t = 1
((s; 0); t); se t 6= 1.
N~ao ha duvida que  e uma aplicac~ao injectiva. Seguidamente, mostramos que  e
um homomorsmo de semigrupos. Tomemos (s; t); (r; q) 2 S  T . Se t = 1 ent~ao
((s; 1)(r; q)) = (s(1:r); q) = (sr; q) =
(
((sr; 1); 1); se q = 1
((sr; 0); q); se q 6= 1
=
(
((s(1:r); 1); 1); se q = 1
((s(1:r); 0); q); se q 6= 1
=
(
((s; 1); 1)((r; 1); 1); se q = 1
((s; 1); 1)((r; 0); q); se q 6= 1
= (s; 1) (r; q) :
Se t 6= 1 ent~ao tq 6= 1 e temos
((s; t)(r; q)) = (s(t:r); tq) = (s(0:r); tq) = ((s(0:r); 0); tq)
=
(
((s; 0); t)((r; 1); 1); se q = 1
((s; 0); t)((r; 0); q); se q 6= 1
= (s; t) (r; q) ;
como queramos demonstrar.
Nos dois resultados seguintes, uma cadeia C e tambem encarada como um semire-
ticulado (em que, como usualmente, dados x; y 2 C o seu produto xy e o seu nmo em
C). Observemos que os endomorsmos de uma cadeia C s~ao exactamente as aplicac~oes
que respeitam a ordem  de C, i.e. as aplicac~oes f : C ! C tais que se x  y ent~ao
xf  yf , para quaisquer x; y 2 C. De facto, se f 2 End(C) ent~ao, dados x; y 2 C
tais que x  y, temos xy = x, donde xfyf = (xy)f = xf e portanto xf  yf .
Reciprocamente, suponhamos que f : C ! C e uma aplicac~ao que respeita a ordem.
Ent~ao, dados x; y 2 C, podemos supor sem perda de generalidade que x  y, pelo que
xf  yf e portanto (xy)f = xf = xfyf , donde f 2 End(C). Assim, toda a acc~ao
denida de um semigrupo T sobre uma cadeia C respeita a ordem  de C, i.e. se
t 2 T e x; y 2 C s~ao tais que x  y ent~ao t:x  t:y.
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Lema 1.6.2. Sejam C uma cadeia nita, T um monoide com zero, ' : T ! End
r
(C)
um homomorsmo de monoides e C  T o produto semidirecto associado a '. Se
Im(0') = f0; 1g e 0' aplica pelo menos dois elementos distintos de C na identidade,
ent~ao existem duas subcadeias C
1
e C
2
de C tais que 1 < jC
i
j < jCj, para i = 1; 2, e
C T e a menos de um isomorsmo um subsemigrupo de (C
1
T ) (C
2
T )
0
, em que
C
1
 T e C
2
 T s~ao dois produtos semidirectos.
Demonstrac~ao. Comecemos por observar que a partir da hipotese e imediato que C
tem pelo menos dois elementos, donde 0 6= 1. Tomemos
C
0
= fx 2 C j 0:x = 0g e C
2
= fx 2 C j 0:x = 1g.
N~ao ha duvida que C
0
e C
2
s~ao dois intervalos de C disjuntos (dados x 2 C
0
e y 2 C
2
,
se y  x teramos 0:y  0:x, donde 1  0, pelo que x < y) cuja uni~ao e C.
Tomemos t 2 T , x 2 C
2
. Se t:x 2 C
0
ent~ao 0 = 0:(t:x) = (0t):x = 0:x = 1, o
que e um absurdo, pelo que t:x 2 C
2
. Logo, ' induz um homomorsmo de monoides
de T em End
r
(C
2
). Por outro lado, tomemos t 2 T e x 2 C
0
. Se t:x 2 C
2
ent~ao
1 = 0:(t:x) = (0t):x = 0:x = 0, o que e um absurdo, pelo que t:x 2 C
0
. Seja
C
1
= C
0
[ f1g. Como 1 2 Im(0') e 0' respeita a ordem, ent~ao 0:1 = 1. Alem disso,
dado t 2 T , temos t:1 = t:(0:1) = (t0):1 = 0:1 = 1. Por conseguinte, ' induz tambem
um homomorsmo de monoides de T em End
r
(C
1
). Consideremos ent~ao os produtos
semidirectos C
1
 T e C
2
 T associados a estes homomorsmos de monoides.
Seguidamente, denimos uma aplicac~ao  
1
de C  T em C
1
 T do seguinte modo:
(x; t) 
1
=
(
(1; t); se x 2 C
2
(x; t); se x 2 C
0
,
para qualquer (x; t) 2 C  T , e uma aplicac~ao  
2
de C  T em (C
2
 T )
0
do seguinte
modo:
(x; t) 
2
=
(
(x; t); se x 2 C
2
0; se x 2 C
0
,
para qualquer (x; t) 2 CT . Tendo em conta que qualquer elemento de C
0
e menor que
qualquer elemento de C
2
e que, dados x; y 2 C e t 2 T , x(t:y) 2 C
2
se e so se x; y 2 C
2
(de facto, 0:(x(t:y)) = (0:x)(0:(t:y)) = (0:x)((0t):y) = (0:x)(0:y), pelo que 0:(x(t:y)) =
1 se e so se (0:x) = 1 e (0:y) = 1), temos que  
1
e  
2
s~ao dois homomorsmos. Alem
disso,  
1
e injectivo em C
0
T e  
2
e injectivo em C
2
T . Podemos ent~ao vericar que
a aplicac~ao  : C  T ! (C
1
 T ) (C
2
 T )
0
denida por (x; t) = ((x; t) 
1
; (x; t) 
2
),
para qualquer (x; t) 2 C  T , e um homomorsmo injectivo.
